
ñ"ùú áéáà – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(21.5.2000 ,1 äñøâ) äøéçáä úîåéñ÷à :'ä ÷øô

.Nn ¹ A n ∈ N ìëì æà úéôåñðéà äöåá÷ A íà .èôùîèôùîèôùî .98
.A êåúì N0 = ∅ ìù ò"çç ä÷úòä àéä ∅ ä÷éøä äéö÷ðåôä n = 0 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä
éäéå A ìò äðéà f úéôåñðéà A-ù ïååéëî .f : Nn → A ò"çç ä÷úòä úîéé÷ù ,äéö÷åãðéà úçðäë ,çéðð
ïëìå ,A êåúì Nn ∪ {n} = Nn+1 ìù ò"çç ä÷úòä àéä f ∪ {〈n, t〉} äéö÷ðåôä æà .t ∈ A \Range(f)

.Nn ¹ A

èôùîä úçëåä éå÷éç é"ò úàæ çéëåäì äñðð ?äéðî úá äöåá÷-úú ùé úéôåñðéà äöåá÷ ìëì íàä?äéðî úá äöåá÷-úú ùé úéôåñðéà äöåá÷ ìëì íàä?äéðî úá äöåá÷-úú ùé úéôåñðéà äöåá÷ ìëì íàä .99
äðéà àéä úéôåñðéà A-ù ïååéëî .ïî÷ìãë F äéö÷ðåô äéñøå÷øá øéãâð .úéôåñðéà äöåá÷ A éäú .íãå÷ä
Bn = {F (0), F (1), . . . , F (n−1)} ⊆ äöåá÷ä n > 0 øåáò .F (0) = a øéãâðå ,a øáéà äá ùé ïëìå ,ä÷éø
.úéôåñðéà A ãåòá úéôåñ Bn ,úåàøì ì÷ù éôë ,ïëìå ,Bn ìò Nn ìù ä÷úòä àéä F ¹Nn éë ,A ìë äðéà A

ò"çç ä÷úòä àéä ïëìå ò"çç àéä úàæ F éë úåàøì ãåàî ì÷ .A \Bn ìù åäùìë øáéà F (n)-ì ç÷ð ïëì
.A ìù äéðî úá äöåá÷-úú àéä Range(F ) -å ,Range(F ) ìò N ìù

éôë F äéö÷ðåô íåé÷ çéëåäì øùôà éà úåöåá÷ä úøåú úåîåéñ÷àî éë äçëåä äðéà åðàáäù äçëåää
,úéð÷éú äøãâäá úåøãâåîä úåéö÷ðåô ïä ïîåé÷ úà úåöåá÷ä úøåúá çéëåäì øùôàù úåéö÷ðåôä ."åðøãâä"ù
úéð÷éú äøãâäá úåøãâåîä úåéö÷ðåô ìò óñåðá .äôùá òéáäì íéìåëé åðà åììä úåéö÷ðåôä úà éë ,24 äàø
äùãç äîåéñ÷à åðì ïéà äæ äø÷îá .íééòáèä íéøôñîä ìò äéñøå÷øá úåøãâåîä úåéö÷ðåô íâ åðì ùé
äéñøå÷øá äøãâä íâøúì øùôàù àìà ,äéñøå÷øä úåùéøã úà úîéé÷îä F äéö÷ðåô úîéé÷ù úøîåàä
åðàáäù "äçëåä"á F äéö÷ðåôäù éãë .äéö÷ðåô úòáå÷ úéð÷éú äøãâäù åðì òåãé øáëå ,úéð÷éú äøãâäì
åðøîàù àåä ïàë åðéùòù äî .ãéçé ïôåàá òá÷éé F (n) äøãâäáù ùåøã äéñøå÷øá úøãâåî íðîà äéäú
ìò äðåò A \ Bn ìù øáéà ìë éë íééåñî øáéà òáå÷ åðéà äæå A \ Bn ìù åäùìë øáéà àåä F (n) -ù

.ãéçé êøò úåéäì êéøö F (n) -ì äéö÷ðåô àéä F -ù ïååéëîå ,úàæ äùéøã
íéîééåñî íéøáéà ìò äòéáöî äðéàù äéö÷ðåô úøãâä ìù äìàùä äááøòúä äúò ãò åðëøòù ïåéãá .100
F éäú .äàáä äîâåãá ïðåáúð øéùé ïôåàá äééòáä úà úåàøì éãë .äéñøå÷øá äøãâä ìù äìàùä íò
úøçåáä N äîåçúù B äéö÷ðåôá íéöåø åðà .íééìòð âåæ àåä F (n) n ìëì øîåìë ,íééìòð úåâåæ ìù äøãéñ

n ∈ N ìëì øéãâð ;úàæë äéö÷ðåôì òéâäì ãåàî ì÷ .F çååèáù íééìòð âåæ ìëî ìòð
B(n) = F (n) âåæáù úéðîéä ìòðä

úåâåæ ìù úéôåñðéà äøãéñ G éäú úòë .úàæë äéö÷ðåô úîéé÷ù ïáåîëå 24-á åîë úéð÷éú äøãâä àéä úàæ
ìëìù äùéøãä .G çååèáù íééáøâ âåæ ìëî áøâ úøçåáä N äîåçúù C äéö÷ðåôá íéðééðåòî åðàå ,íééáøâ
úéàøð àìå ,C ìù äøãâä äðéà ìáà íéé÷ú C äéö÷ðåôäù íéöåø åðàù éàðú àéä C(n) ∈ G(n) n ∈ N

.úàæë äéö÷ðåôì äøãâä ìë ïéòì
øîåìë ,íééáøâ úåâåæ äùåìù úá äøãéñ åðì ùé íééáøâ úåâåæ ìù úéôåñðéà äøãéñ íå÷îá íà äøå÷ äî
íâ ,ùøãðë C äéö÷ðåô íåé÷ çéëåäì ,äàøðù éôë ,íéìåëé åðà äæ äø÷îá ?N3 äîåçúù äéö÷ðåô àéä G

éäú .c ∈ G(2) -å b ∈ G(1) ,a ∈ G(0) éë çéðð .úàæë úîééåñî äéö÷ðåô ìò òéáöäì íéìåëå åððéà íà
ìëìù åðçëåä êë .C(2) = c -å C(1) = b ,C(0) = a úùøåôîä äøãâää é"ò úøãâåîä äéö÷ðåôä C

íìåà .n ∈ N2 ìëì C(n) ∈ G(n) úîéé÷îä C äéö÷ðåô úîéé÷ c ∈ G(2) -å b ∈ G(1) ,a ∈ G(0)
íéîéé÷å ä÷éø äðéà àéä íééáøâ éúù úá äöåá÷ àéä G(2) -å G(1) ,G(0) úåöåá÷äî úçà ìëù ïååéëî
äøãâåä úàæ C äéö÷ðåô .n ∈ N2 ìëì C(n) ∈ G(n) úîéé÷îä C äéö÷ðåô úîéé÷ ïëìå ,ì"ðë a, b, c

.a, b, c íéøèîøôä íò ùøåôîá
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íà ?N äîåçúù G äéö÷ðåôì úåùòì íéìåëé åðà N2 äîåçúù G äéö÷ðåôì äúò äæ åðéùòù äî úà íàä
øôñî ìëì ,ak ∈ G(k) éäé äàìä ïëå ,a1 ∈ G(1) ,a0 ∈ G(0) éäé :êë øîàð N2-ì äçëåää úà ä÷çð
n ∈ N ìëì C(n) ∈ G(n) íéé÷úéå ,C(n) = an é"ò N äîåçúù C úà ùøåôîá øéãâð æàå ,k éòáè
àéä a-ù íéðååëúî åðà íà .ak íéáúåë åðà øùàë íéðååëúî åðà äîì äìàùä úìàùð äæ äø÷îá .ùøãðë
éåðéùá ,çéëåäì íéöåø åðàù äî úà íéçéðî åðà æà ak ∈ G(k) k ∈ N ìëìù êë íééòáèä ìò äéö÷ðåô
úà áåúëì éãë æà íéãøôð íéðîéñ íä a0, a1, a2, . . . -ù êëì íéðååëúî åðà íà .a-ì C-î äéö÷ðåôä íù
.úéôåñ äðä åðúôùù ãåòá éôåñðéà éåèéáá ùîúùäì åðéìò ,äàìä ïëå ,a1 ∈ G(1) ,a0 ∈ G(0) úåçðää

íééáøâä âåæ êåúî úçà áøâ äéäú C(n) n ∈ N ìëìù êë C äéö÷ðåô ìá÷ì ,ìùîì ,íéöåø åðà íà ïëì
.úàæë äéö÷ðåô úîéé÷ù úøîåàä äîåéñ÷à ùøåôîá óéñåäì åðéìò ,G(n)

àéäù X ∈ A ìëì íà A ìò äøéçá úéö÷ðåôäøéçá úéö÷ðåôäøéçá úéö÷ðåô úàø÷ð A äîåçúù C äéö÷ðåô ,A äöåá÷ì .äøãâääøãâääøãâä .101
.C(X) ∈ X íéé÷ ä÷éø àì äöåá÷

.A äîåçúù C äøéçá äéö÷ðåô úîéé÷ A äöåá÷ ìëì .äøéçáä úîåéñ÷àäøéçáä úîåéñ÷àäøéçáä úîåéñ÷à .102
."èôùî" äìéîä éøçà (á"äà) áåúëð äøéçáä úîåéñ÷àá ùîúùð íäá íéèôùîá

.äéðî úá äöåá÷-úú ùé A úéôåñðéà äöåá÷ ìëì .(á"äà)èôùîèôùîèôùî .103
.ïî÷ìãë F : N → A äéñøå÷øá øéãâð .P (A) äîåçúù äøéçá úéö÷ðåô C éäú .äçëåääçëåääçëåä

àåä F (n) ïëì .( F (0) = C(A) øîåà äæ n = 0 øåáò) .F (n) = C(A \ {F (0), F (1), . . . , F (n− 1)})
úá ïáåîë àéä Range(F ) .ò"çç àéä F äéö÷ðåôäå F (0), F (1), . . . , F (n − 1) -î äðåùä A ìù øáéà

.A-ì úé÷ìç àéäå äéðî
.ℵ0 ≤ a íéé÷ a éôåñðéà äðåî ìëìù ïáåîá éøòæîä éôåñðéàä äðåîä àåä ℵ0 .(á"äà)äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .104

ä÷úòä àéä F ¹ D -ù êë A ìù D äöåá÷-úú úîéé÷ æà B ìò F : A → B íà .(á"äà)èôùîèôùîèôùî .105
.|B| ≤ |A| ïëìå ,B ìò D ìù ò"çç

éäú .P (A) äîåçúù äøéçá úéö÷ðåô C éäú .äçëåääçëåääçëåä
.D = {x ∈ A | x = C({y ∈ A | F (y) = F (x)})}

úåðåéååéùä íéîéé÷ x, z ∈ D -ù ïååéëî .F (z) = F (x) çéððå x, z ∈ D åéäé
ïëì F (z) = F (x) -ù ïååéëî .z = C({y ∈ A | F (y) = F (z)}) -å x = C({y ∈ A | F (y) = F (x)})

.ò"çç àéä D-ì F úìáâäù åðçëåä êë .x = z ïëìå ,íéååù åìà úåðåéååù éðù ìù ïéîé éôâà
F -ù ïååéëî .x = C({y ∈ A | F (y) = u}) ïîñð .åäùìë u ∈ B -î àöð B ìò àéä F ¹D -ù çéëåäì éãë
øáéà àåä x ,x úøãâä éôì ,ïëìå ,A-ì úé÷ìçä ä÷éø àì äöåá÷ àéä {y ∈ A | F (y) = u} ïëì B ìò àéä
,x = C({y ∈ A | F (y) = u}) = C({y ∈ A | F (y) = F (x)}) òáåð ïàëî .F (x) = u øîåìë ,äìù

.B ìò àéä F ¹ D éë äæá åðçëåä F (x) = u -ù ïååéëî .x ∈ D -ù øîåà äæ D úøãâä éôìå⋃
A æà äéðî úåðá åà úåéôåñ úåöåá÷ äéøáéà ìëù äéðî úá åà úéôåñ äöåá÷ A éäú .(á"äà)èôùîèôùîèôùî .106

.äéðî úá åà úéôåñ àéä
TX éäú X ∈ A ìëì .A ìù íéøáéà ìò N åà Nn úåöåá÷î úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ W éäú .äçëåääçëåääçëåä
ïðùé ïëìå äéðî úá åà úéôåñ äöåá÷ àéä X .X ìò ïäùå N åà Nn ïîåçúù ò"ççä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷
ìù äöåá÷ ìù ò"çç ä÷úòä àéä C(TX) øîåìë ,C(TX) ∈ TX ïëì .ä÷éø äðéà TX-å åìàë úåéö÷ðåô

éäú .A ìò N åà Nn ìù ä÷úòä J éäú .F (X) = C(TX) øéãâðå ,X ìò íééòáè íéøôñî
,'á42-å 'à35 39 éôì ,ïëìå ,B ⊆ N × N éë øåøá B = {〈k, l〉 | k ∈ Dom(J) ∧ l ∈ Dom(F (J(k))}

.H(k, l) = F (J(k))(l) é"ò B äîåçúù H äéö÷ðåôä úà øéãâð .|B| ≤ ℵ0

ä÷úòä àéä F (J(k)) ,J(k) ∈ A ,k ∈ Dom(J) æà 〈k, l〉 ∈ B íà .Range(H) =
⋃

A éë äàøð
íà úòë .Range(H) ⊆ ⋃

A åðçëåäå J(k)(l) ∈ J(k) ∈ A ïëìå J(k) ìò íééòáè íéøôñî úöåá÷ ìù
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l ∈ Dom(F (J(k)) íéé÷ ïëìå ,Z ìò ä÷úòä àéä F (J(k)) -å Z = J(k) -ù êë k íéé÷ æà t ∈ Z ∈ A

.|⋃ A| ≤ |B| ≤ ℵ0 105 éôì .
⋃

A ⊆ Range(H) -å ,H(k, l) = F (J(k))(l) = t -ù êë
äùòð äìéçú .äàøðù éôë ,úåéôåñðéà ìôëå øåáéç úåìåòô øéãâäì íâ íéìåëé åðà äøéçáä úîåéñ÷à úøæòá

.êëì úåðëä øôñî
íéé÷ a ∈ W ìëìù êë b äðåî øîåìë ,ìéòìî íñç íéé÷ íéðåî ìù W äöåá÷ ìëì .(á"äà)èôùîèôùîèôùî .107

.b ≥ a

.øúåé øçåàî ÷øôá çëåé èôùîä
J(a) a ∈ W ìëìù êë W äîåçúù J äéö÷ðåô úîéé÷ íéðåî ìù W äöåá÷ ìëì .à .(á"äà)äîìäîìäîì .108

.a äúîöåòù äöåá÷ àéä
äöåá÷ àéä H(x) x ∈ Dom(R) ìëìù êë H äéö÷ðåô úîéé÷ íéðåî íä äéëøòù R äéö÷ðåô ìëì .á

.úåøæ H(y) -å H(x) úåöåá÷ä æà x 6= y íà x, y ∈ Dom(R) ìëìå ,R(x) äúîöåòù
àéä H(a) a ∈ W ìëìù êëå W äîåçúù H äéö÷ðåô úîéé÷ 'à-á åîë J2-å J1 úåéö÷ðåô éúù ìëì .â

.J2(a) ìò J1(a) ìù ò"çç ä÷úòä
äøéçá úéö÷ðåô C éäú .b äúîöåòù äöåá÷ B éäúå ,W ìù b ìéòìî íñç íéé÷ 107 éôì .à .äçëåääçëåääçëåä
äöåá÷ä a ∈ W øåáò .a ∈ W ìëì J(a) = C({A ⊆ B | |A| = a}) é"ò J úà øéãâð .P (B) ìò

.|J(a)| = a íéé÷å äìù øáéà àåä J(a) ïëìå ,'à67 éôì ,ä÷éø äðéà {A ⊆ B | |A| = a}
é"ò Dom(R) äîåçúù H úà øéãâð .úàæ W øåáò 'à-á åîë äéö÷ðåô J éäúå W = Range(R) éäú .á

.H(x) = {x} × J(R(x))
ìò J1(a) ìù ò"ççä úå÷úòää ìë úöåá÷ àéä T (a) a ∈ W ìëìù êë W äîåçúù äéö÷ðåôä T éäú .â
,Range(T ) ìò äøéçá úéö÷ðåô C éäú .ä÷éø äðéà T (a) ïëì |J1(a)| = a = |J2(a)| -ù ïååéëî .J2(a)
ìò J1(a) ìù ò"çç ä÷úòä àéä H(a)-å H(a) ∈ T (a) ïëìå ,H(a) = C(T (a)) ,a ∈ W ìëì ,øéãâðå

.J2(a)
,
⋃

i∈I Ai äöåá÷ä úîöåòë
∑

i∈I ai íîåëñ úà øéãâð .íéðåî ,i ∈ I øåáò ,ai åéäé .(á"äà)äøãâääøãâääøãâä .109
.Ai ∩Aj = ∅ íéðåù i, j ∈ I -ìå ,ai äúîöåòù äöåá÷ àéä Ai i ∈ I ìëìù ïëéä

Bi úåöåá÷á Ai úåöåá÷ä úà óéìçð íà éë áèéä øãâåî íåëñäå ,úàæë A äéö÷ðåô úîéé÷ 'á108 éôì
ä÷úòä àéä H(i) i ∈ I ìëìù êë I äîåçúù H äéö÷ðåô úîéé÷ 'â108 éôì æà úåùéøã ïúåà úåîéé÷îä
ä÷úòä àéä

⋃
i∈I H(i) ïëì úéããä úåøæ ,Bi úåöåá÷ä ïëå ,Ai úåöåá÷äù ïååéëî ,ïëìå Bi ìò Ai ìù ò"çç

.äðúùî åðéà íåëñä ìù êøòäå ,
⋃

i∈I Bi ìò
⋃

i∈I Ai ìù ò"çç
.a · b àåä íåëñä æà b àåä íéøáåçîä øôñîå åîöò íò a äðåî íéøáçîùë .èôùîèôùîèôùî .110

éë øåøá .i ∈ I ìëì Ai = A × {i} -å ai = a éäé .a, b ïäéúåîöåòù úåöåá÷ A, I äðééäú .äçëåääçëåääçëåä
ïëìå

⋃
i∈I Ai = A × I ïáåîë .íéøæ íé-Ai-ä íéðåù íé-i øåáòå ,i ∈ I ìëì |Ai| = |A| = a = ai

.
∑

i∈I a = |⋃i∈I Ai| = |A× I| = a · b
f úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ë úøãâåî ×i∈IAi úéæèø÷ä äìôëîäúéæèø÷ä äìôëîäúéæèø÷ä äìôëîä .i ∈ I -ì ,úåöåá÷ Ai äðééäú .äøãâääøãâääøãâä .111

.f(i) ∈ Ai ,i ∈ I ìëì ,úåîéé÷îäå I ïîåçúù
.Bi ìò Ai ìù ò"çç ä÷úòä àéä Hi i ∈ I ìëìù êë I ïîåçúù úåéö÷ðåô A,B, H äðééäú .äîìäîìäîì .112

.×i∈IBi ìò ×i∈IAi ìù J ò"çç ä÷úòä úîéé÷
i ∈ I ìëìù êëå I äîåçúù g äéö÷ðåôä úåéäì j(F ) úà ç÷ð f ∈ ×i∈IAi -ì .äçëåääçëåääçëåä

.g(i) = H(i)(f(i))
,×i∈IAi äöåá÷ä úîöåòë

∏
i∈I ai íúìôëî úà øéãâð .íéðåî ,i ∈ I øåáò ,ai åéäé .(á"äà)äøãâääøãâääøãâä .113

.ai äúîöåòù äöåá÷ àéä Ai i ∈ I ìëìù ïëéä
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Bi úåöåá÷á Ai úåöåá÷ä úà óéìçð íà éë áèéä øãâåî íåëñäå ,úàæë A äéö÷ðåô úîéé÷ 'á108 éôì
ä÷úòä àéä H(i) i ∈ I ìëìù êë I äîåçúù H äéö÷ðåô úîéé÷ 'â108 éôì æà úåùéøã ïúåà úåîéé÷îä
åðéà äìôëîä ìù êøòäå ,×i∈IBi ìò ×i∈IAi ìù ò"çç ä÷úòä úîéé÷ 112 éôìå Bi ìò Ai ìù ò"çç

.äðúùî
.ab àéä äìôëîä æà b àåä íéìôåëä øôñîå åîöò íò a äðåî íéìéôëîùë .èôùîèôùîèôùî .114

éë øåøá .i ∈ I ìëì Ai = A -å ai = a åéäé .a, b ïäéúåîöåòù úåöåá÷ A, I äðééäú .äçëåääçëåääçëåä
.
∏

i∈I a = | ×i∈I Ai| = |IA| = ab ïëìå ×i∈IAi = IA ïáåîë .i ∈ I ìëì |Ai| = |A| = a = ai
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